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3. FEine neue Bestimmung der Molekiil-
dimensionen; von A. Einstein.

Die altesten Bestimmungen der wahren GroBe der Molekiile
bat die kinetische Theorie der Gase erméglicht, wiahrend die
an Fliissigkeiten beobachteten physikalischen Ph&nomene bis
jetzt zur Bestimmung der MolekiilgroBen nicht gedient haben.
Es liegt dies obne Zweifel an den bisher uniiberwindlichen
Schwierigkeiten, welche der Entwickelung einer ins einzelne
gehenden molekularkinetischen Theorie der Flissigkeiten ent-
gegenstehen. In dieser Arbeit soll nun gezeigt werden, daB
man die Grofe der Molekille des gelssten Stoffs in einer
nicht dissoziierten verdiinnten Losung aus der inneren Reibung
der Liosung und des reinen Lésungsmittels und aus der Diffusion
des gelosten Stoffes im Losungsmittel ermitteln kann, wenn
das Volumen eines Molekiils des gelosten Stoffs groB ist gegen
das Velumen eines Molekiils des Lissungsmittels. Ein derartiges
gelostes Molekiil wird sich namlich beziiglich seiner Beweg-
lichkeit im Losungsmittel und beziiglich seiner Beeinflussung
der inneren Reibung des letzteren annzhernd wie ein im
Liosungsmittel suspendierter fester Korper verhalten, und es
wird erlaubt sein, auf die Bewegung des Losungsmittels in
unmittelbarer Nizhe eines Molekiils die hydrodynamischen
Gleichungen anzuwenden, in welchen die Fliissigkeit als homogen
betrachtet, eine molekulare Struktur derselben also nicht be-
riicksichtigt wird. Als Form der festen Korper, welche die
gelosten Molekiile darstellen sollen, wihlen wir die Kugelform,

§ 1. Uber die Beeinflussung der Bewegung einer Fliissigkeit
durch eine sebr kleine in derselben suspendierte Kugel.

Es liege eine inkompressible homogene Fliissigkeit mit
dem Reibungskoeffizienten % der Betrachtung zugrunde, deren
Geschwindigkeitskomponenten %, », w als Funktionen der
Koordinaten z, y, z und der Zeit gegeben seien. Von einem
beliebigen Punkt z,, y,, z, aus denken wir uns die Funk-
tionen u, v, w als Funktionen von z—z, y—y,, z—z, nach
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dem Taylorschen Satze entwickelt und um diesen Punkt ein
so kleines Gebiet G abgegrenzt, daB innerhalb desselben nur
die linearen Glieder dieser Entwmkelung beriicksichtigt werden
miissen. Die Bewegung der in @ enthaltenen Flissigkeit kann
dann bekanntlich als die Superposition dreier Bewegungen auf-
gefaBt werden, namlich

1. einer Parallelverschiebung aller Fliissigkeitsteilchen ohne
Anderung von deren relativer Lage,

2. einer Drehung der Fliissigkeit ohne Anderung der
relativen Lage der Flissigkeitsteilchen,

3. einer Dilatationsbewegung in drei aufeinander senk-
rechten Richtungen (den Hauptdilatationsrichtungen).

Wir denken uns nun im Gebiete @ einen kugelformigen starren
Korper, dessen Mittelpunkt im Punkte z,, y,, z, liege und dessen
Dimensionen gegen diejenigen des Gebietes G sehr klein seien.
Wir nehmen ferner an, daf die betrachtete Bewegung eine so
langsame - sei, daB die kinetische Energie der Kugel sowie
diejenige der Flissigkeit vernachla351gt werden konnen. Es
werde ferner angenommen, daB die Geschwmd]gkeltskompo-
nenten eines Oberflichenelementes der Kugel mit den ent-
sprechenden Geschwindigkeitskomponenten der unmittelbar be-
nachbarten Fliissigkeitsteilchen iibereinstimme, d. h., daB auch
die (kontinuierlich gedachte) Trennungsschicht .ubemll_ einen
nicht unendlich kleinen Koeffizienten der inneren Reibung
aufweise.

Es ist ohne weiteres klar, daB die Kugel die Teil-
bewegungen 1. -und 2. einfach mitmacht, ohne die Bewegung
der bena_chba,rten Flissigkeit zu mod1ﬁz1eren, da sich bei diesen
Teilbewegungen die Fliissigkeit wie ein starrer Korper bewegt,
und da wir die. Wirkungen der Trigheit vernachlissigt haben.

Die Bewegung 3. aber wird durch das Vorhandensein der
Kugel meodifiziert, und ‘es wird unsere niichste Aufgabe sein,
den EinfluB-der Kugel auf diese Fliissigkeitshewegung zu unter-
suchen. Beziehen wir die Bewegung 3. auf ein Koordinaten-
system, dessen Achsen den Hauptdilatationsrichtungen parallel
sind, und setzen wir

z —z,=§,
Y=Y =1,
z— zo = g ]
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so laBt sich jene Bewegung, falls die Kugel nicht vorhanden
ist, durch die Gleichungen darstellen:

Uy =A§’
(1) UQ=B777
wy, = C{;

4, B, C sind Konstanten, welche wegen der Inkompressibilitit
der Fliissigkeit die Bedingung erfiillen:

) A+ B+C=0.

Befindet sich nun im Punkte z,, y,, z, die starre Kugel mit
dem Radius P, so #ndert sich in ‘der Umgebung derselben die
Flissigkeitsbewegung. Im-folgenden wollen wir der Bequemlich-
keit wegen P als ,endlich“ bezeichnen, dagegen die Werte
von &, 7, {, fir welche die Fliissigkeitsbewegung durch die
Kugel nicht mebr merklich modifiziert wird, als ,unend-
lich groB«.

Zunzchst ist wegen der Symmetrie der betrachteten
Hlussigkeitshewegung klar, daB die Kugel bei der betrachteten
Bewegung weder eine Translation noch eine Drebung aus-
fithren kann, und wir erhalten die Grenzbedingungen:

u=v=w=0 fir o=P,
=TT >0
gesetzt ist. Hierbei bedeuten u, v, w die Geschwindigkeits-

komponenten der nun betrachteten (durch die Kugel modifizierten)
Bewegung. Setzt man

wobei

u=AE + u,,
(3) 'U=-B"7_+'U17
w=C{ 4+ w,,

so miiite, da die in Gleichungen (3) dargestellte Bewegung
im Unendlichen in die in Gleichungen (1) dargestellte iber-
gehen soll,. die Geschwindigkeiten u,, vy, w; im Unendlichen
verschwinden.

Die Funktionen =, », w haben den Gleichungen der Hydro-
dynamik zu geniigen unter Beriicksichtigung der inneren Reibung
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und unter Vernachlissigung der Trigheit. KEs gelten also die
Gleichungen?)

(4)

wobei 4 den Operator

0% 0* 0

6 §2 + 67]2 + a 42
und p den hydrostatischen Druck bedeutet.

Da die Gleichungen (1) Losungen der Gleichungen (4) und
letztere linear sind, miissen nach (8) auch die GroBen u,, v, w,
den Gleichungen (4) geniigen. Ich bestimmte u, v, w, und p
nach einer im § 4 der erwihnten Kirchhoffschen Vorlesung
angegebenen Methode?) und fand:

1) G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber Mechanik. 26. Vorl.
2) »Aus den Gleichungen (4) folgt 4p =0. Ist p dieser Bedingung
gemiB angenommen und eine Funktion V bestimmt, die der Gleichung

1
geniigt, so erfiillt man die Gleichungen (4), wenn man
u=ﬂ+u’ p——_g__K_l_v’ w—_a.._V_-.l_w’
o0& ? Y ’ Tt
setzt und o/, o', w’ so wahlt, daB 44’ =0, 49/ =0 und 4w =0 und
0w 3¢ cw 1
9F Tag tar T R?
ist.% '
Setzt man nun
L
2 _ 0
% 2¢ EN=:
und im Einklang hiermit
1
7 529 62_9— a(. 772 r2
=t thgm +?(§ —’2““”2—)
und
al
u’=—2GT§—) 'D’—-O, w,= 5

so lassen Sich_ die Konstanten a, b, ¢ so bestimmen, daB fiir ¢ = P
u=v=w= 0 ist.  Durch Superposition dreier derartiger Losungen erhilt
man die in den Gleichungen (5) und (5a) angegebene Losung.
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{ 92 (_.1_) o2 (_1_) 52 (_L)}
_ 3
p=—35rPP4d—2" TE + B - + C 51 + konst,,
— 4F _ 5 P8 £ _9D
oD
U=B'I?-——§-P33-Q%-— T
. z 0D
10=0g~—g—P30—93~——5—§—)
wobel
i\
m*)
D=A{5P3629 + 1P5 (9 }
6 3 &2 6 - d&
o 1
ba) 1 +B{5psa’9 +1Psa2(?)}
i 6 57]’ K3 on?
()
+(]{5_p3a @ y1ps @ }
o2 3 0

Es ist leicht zu beweisen,
der Gleichungen (4) sind.

daB die Gleichungen (5) Lisungen
Denn da

1 2
AE=0, A-=0, do==2
¢ ¢ ¢ ¢

und
i) -
Ab
erhilt man

Der zuletzt erhaltene Ausd
Gleichungen (5) mit O»/0 &

SRV
a2l 621
{51’3,4 8§2 —}-107 }

ruck ist aber nach der ersten der
identisch. Auf gleiche Weise zeigt

man, daB die zweite und dritte der Gleichungen (4) erfillt ist.

Ferner erhilt man

e Sy mu e
: 1
+%P3{Aaa(§2) + B 6(9) 62¢9(§)}
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Da aber nach Gleichung (5a)
LB mB) o)
— 3
AD=354P\ 4 55 + B EFe +C a5 )

so folgt, daB auch die letzte der Gleichungen (4) erfillt ist.
Was die Grenzbedingungen betrifft, so -gehen zunichst fiir
unendlich groBe ¢ unsere Gleichungen fir u, », w in die
Gleichungen (1) fiber. Durch Einsetzen des Wertes von D aus
Gleichung (5a) in die zweite der Gleichungen (5) erhilt man:
3
[e=dé—gpeg+ Br 40D
6) j P
1 $ o B+ B+ Or — e,

Man erkennt, daB u fiir ¢ =P verschwindet. Gleiches gilt
aus Symmetriegriinden fiir » und w. KEs ist nun bewiesen,
daB durch die Gleichungen (5) sowohl den Gleichungen (4) als
auch den Grenzbedingungen der Aufgabe Geniige geleistet ist.

Es 1aBt sich auch beweisen, daB die Gleichungen (5) die
einzige mit den Grenzbedingungen der Aufgabe vertrigliche
Losung der Gleichungen (4) sind. Der Beweis soll hier nur
angedeutet werden. KEs mogen in einem endlichen Raume die
Geschwindigkeitskomponenten #, », w einer Fliissigkeit den
Gleichungen (4) geniigen. Existierte noch eine andere Liosung
U, 7, ¥ der Gleichungen (4), bei welcher an den Grenzen des
betrachteten Raumes U=1wu, /¥ =v, W = w ist, so ist (U—u,
V—v, W—w) eine Losung der Gleichungen (4), bei welcher
die Geschwindigkeitskomponenten an der Grenze des Raumes
verschwinden. Der in dem betrachteten Raume befindlichen
Flissigkeit wird also keine mechanische Arbeit zugefithrt. Da
wir die lebendige Kraft der Fliissigkeit vernachléissigt haben,
so folgt daraus, daB auch die im betrachteten Raume in Wirme
verwandelte Arbeit gleich Null ist. Hieraus folgert man, da8
im ganzen Raume u=uy, v=uv, w=1w sein muB, falls der
Raum wenigstens zum Teil durch ruhende Winde begrenzt
ist. Durch Grenziibergang kann dies Resultat auch auf den
Fall ausgedehnt werden, daB, wie in dem oben betrachteten
Falle, der betrachtete Raum unendlich ist. Man kann so
dartun, daB die oben gefundene Losung die einzige Losung
der Aufgabe ist.
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Wir Jegen nun um den Punkt z, y,, z, eine Kugel vom
Radius R, wobei £ gegen P unendlich groB sei, und berechnen
die Energie, welche in der innerhalb der Kugel befindlichen
Fliussigkeit (in der Zeiteinheit) in Wiarme verwandelt wird.
Diese Energie # ist gleich der der Flissigkeit mechanisch
zugefiihrten Arbeit. Bezeichnet man die Komponenten des
auf die Oberfliche der Kugel vom Radius R ausgeiitbten
Druckes mit X, ¥, Z, so ist:

W:J@hhknv+4wwg

wobei das Integral iiber die Oberfliche der Kugel vom Radius &
zu erstrecken ist. Hierbei ist:

X=~@ +x,1 +&)

Y—_@ T +n)

ti—— (2t 5,24255),

wobei
X =p—2kgs, j&_Zﬁ=—kbg+%7%
Yn=]7—'2k%;"7 Z$=X;=—k(—g—1§—+—g—%),
4=p_2b%; X, = 1;=_k@:+%9.

Die Ausdriicke fiir u, v, w vereinfachen sich, wenn wir be-
achten, daB fir p = B die Glieder mit dem Faktor P%/p°
gegenitber denen mit dem Faktor P3/p® verschwinden. Wir
haben zu setzen:

E(AE + Br® + 0O

u=A§—%P3 ( 95,7 )7

(62) «U=Bn—%“vM?+§ﬁ+om,
- A&+ Bn*+ O

Lw:()é_%psl( 3 95’7 &

Fir p erhalten wir aus der ersten der Gleichungen (5) durch
die entsprechenden Vernachlissigungen

5Rps AF T 125'72 +o¢ + konst.

rP=-
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Wir erhalten zunichst:
X =—2"34+19k}’3%§i—25kP3 g!(A.Es.;.f:',;.e+ o

LY

X, = +10RPsELT o5 pp LU I £ 0B,
0

I = +10%P3 25— 95 ps £ E’+£=r*+ o

und hieraus

Xn=2ﬁk‘§—104kP3§+25kP3 §(A§S+BB,32+G;_‘1}__

¢

Mit Hilfe der durch zyklische Vertauschung abzuleitenden Aus-
driicke fiir ¥, und Z, erhilt man unter Vernachlissigung aller
Glieder, die das Verhiltnis P/o in einer htheren als der dritten
Potenz enthalten:

X u+ I’nu'.l. Z,w+ ET'T'*(Azga_J_ Big? 4 C20Y)
e 10&§(ﬂ2§2-+ & Pt 20&%{{15*—]— 4R

Integriert man iiber die Kugel und beriicksichtigt, daB
frfs = 4, Rsﬂ’

I§2d3=fﬂ2ds=f§5ds=-g~ﬂ£*,
fg*ds=fq*ds=f§‘ds=fﬂﬁﬁ,
[rrirds= [Peds= [g2q2ds = gy Be,
f(ﬁé-z-FBﬂ”+Cé’)”d8=fgﬂﬂﬁ(£’+ﬁﬂ+02),

so erhilt man:

(7 Wm%nR’ﬁJ’-—%:rfP3k53=23%(?—l:D),
wobei
§= A% +B? + Qs
$nRP=7VF
und
$nP3=0O

gesetzt ist. Wire die suspendierte Kugel nicht vorhanden
(@=0), so erhielte man fiir die im Volumen 7 verzehrte

Energie
(Ta) W,=28%7V.
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Durch das Vorhandensein der Kugel wird also die verzehrte
Energie um 2 2% @ verkleinert. Es ist bemerkenswert, daB
der EinfluB der suspendierten Kugel auf die GréBe der ver-
zehrten Energie gerade so groB ist, wie er wire, weénn durch
die Anwesenheit der Kugel die Bewegung der sie umgebenden
Flissigkeit gar nicht modifiziert wiirde.

§ 2. Berechnung des Reibungskoeffizienten einer Fliissigkeit, in
welcher sehr viele kleine Kugeln in regelloser Verteilung sus-
pendiert sind.

Wir haben im vorstehenden den Fall betrachtet, daB in
einem Gebiete G von der oben definierten GréBenordnung eine
relativ zu diesem Gebiete sehr kleine Kugel suspendiert ist
und untersucht, wie dieselbe die Fliissigkeitshewegung beein-
fluBt. Wir wollen nun annehmen, daB in dem Gebiete @
unendlich viele Kugeln von gleichem, und zwar so kleinem
Radius regellos verteilt sind, daf das Volumen aller Kugeln
zusammen sehr klein sei gegen das Gebiet . Die Zahl der
auf die Volumeneinheit entfallenden Kugeln sei », wobei =
allenthalben in der Fliissigkeit bis auf Vernachlissigbares kon-
stant sel.

Wir gehen nun wieder aus von einer Bewegung einer
homogenen Fliissigkeit ohne suspendierte Kugeln und betrachten
wieder die allgemeinste Dilatationshewegung. Sind keine
Kugeln vorhanden, so konnen wir bei passender Wahl des
Koordinatensystems die Geschwindigkeitskomponenten u,, v,, w,
in dem beliebigen Punkte z, y, z des Gebietes G darstellen
durch die Gleichungen:

u0=Az,
vo=-By’
w, = Cz,
wobel
A+ B+ C=0.

Eine im Punkte z,, y,, z, suspendierte Kugel beeinfluBt nun
diese Bewegung in der aus Gleichung (6) ersichtlichen Weise.
Da wir den mittleren Abstand benachbarter Kugeln als sehr

groB gegen deren Radius wihlen, und folglich die von allen -

Annalen der Physik. IV. Folge. 19. 20
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suspendierten Kugeln zusammen herrithrenden zusitzlichen
Geschwindigkeitskomponenten gegen u,, v,, w, sehr klein sind,
so erhalten wir fiir die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w
in der Fliissigkeit unter Beriicksichtigung der suspendierten
Kugeln und unter Vernachlissigung von Gliedern hoherer Ord-

nungen:

u=Ax—2{

, Pt £ (A8 + Brl+ 08

2 o2 e
s P SAE+ B+ 0L fié_fz}
2 of % ot o, J'
Ps 1, (A& + By + 002
szy“Z{%? 03
(8) ﬁ k4 ¥ 4
; P> 1, (48 + Byl + 0L ps By,
kT o7 T I
| s [ (AE2+4 By + 002
w= Cz —Z{%% il 3171’ )
2 o}
g P L(AE 4+ Byt 0L 4 P 0;,}
= - hnasend 2
| 2 ot o} oF o,

wobei die Summation iber alle Kugeln des Gebietes @ zu
erstrecken ist und

E =2—2,
B=y—y, 0 =VE+n:+2,
g&':z—zv

gesetzt ist. z,, y,, z, sind die Koordinaten der Kugelmittel-
punkte. Aus den Gleichungen (7) und (7a) schlieBen wir ferner,
daB die Anwesenheit jeder der Kugeln bis auf unendlich
Kleines hoberer Ordnung eine Verringerung der Wiérme-
produktion pro Zeiteinheit um 2 2% @ zum Gefolge hat und
daB im Gebiete @ die pro Volumeneinheit in Wirme ver-
wandelte Energie den Wert hat:

W=20%k—2nd%%k @,
oder

@ W=25%k(l—q),
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wobel ¢ den von den Kugeln eingenommenen Bruchteil des
Volumens bedeutet.

Gleichung (7b) erweckt den Anschein, als ob der Reibungs-
koeffizient der von uns betrachteten inhomogenen Mischung
von Flissigkeit und suspendierten Kugeln (im folgenden kuraz
»Mischung® genannt) kleiner sei als der Reibungskoeffizient %
der Flissigkeit. Dies ist jedoch nicht der Fall, da 4, B, C
nicht die Werte der Hauptdilatationen der in Gleichungen (8)
dargestellten Flissigkeitshewegung sind; wir wollen die Haupt-
dilatationen der Mischung 4%, B*, C” nennen. Aus Symmetrie-
griinden folgt, daB die Hauptdilatationsrichtungen der Mischung
den Richtungen der Hauptdilatationen 4, B, C, also den Ko-
ordinatenrichtungen parallel sind. Schreiben wir die Glei-
chungen (8) in der Form:

u=Adz+ Du,,
U=-By+sz

w=Cz + Sw,,
so erhalten wir:
d

£ = (39, = 4+3(50), ., ~1-3(2).,

SchlieBen wir die unmittelbaren Umgebungen der einzelnen
Kugeln von der Betrachtung aus, so konnen wir die zweiten
und dritten Glieder der Ausdriicke von u, v, w weglassen und
erhalten fir z =y =2z =0:

0

%
4
oz

{ , P z, (Az2 + Byl + Oxz])
u,=—7—r? 1_3 »
l P y’,(A:v3+By3+ sz)
) v =—F—5 : ’
ry r’V
l 5, P %, (Adz} + By} + Oxl)
l Wy =— 3573 73 ’

wobei L
r,=Ya}+y  + 2 >0
gesetzt ist. Die Summierung erstrecken wir iiber das Volumen

einer Kugel K von sehr grofem Radius R, deren Mittelpunkt

im Koordinatenursprung liegt. Betrachten wir ferner die
20*
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regellos verteilten Kugeln als gleichmifig verteilt und setzen
an Stelle der Summe ein Integral, so erhalten wir:

A*—A—nfau”dxd d
- ¥ ,% Z,,,

oz,
K

U, T
=A—nf > Yds,
r‘V

wobei das letzte Integral iber die Oberfiiche der Kugel X
zu erstrecken ist. Wir finden unter Beriicksichtigung von (9):

§Ton [23(423 + Byt + C21)ds,

=d—nEPn)d= 41 — ¢).
Analog ist

A= A—

: ’ C*=C(1 — ¢).
Setzen wir
' ' 0F = A*? | B*?2 | C*2,

so ist bis auf unendlich Kleines htherer Ordnung:
5*2 = 82(1 — 2 ¢).

Wir haben fiir die WﬁrmeentWiCkeiung pro Zeit- und. Volumen-

einheit gefunden:
W*=28%k(1 — g).

Bezeichnen wir mit 2* den Reibungskoeffizienten des Gemisches,
so ist: :
W* =2 9*2k*

Aus den drei Jletzten Gleichungen erhilt man unter Vernach-
lassigung von unendlich Kleinem hoherer Ordnung:

R = k(1 + ¢).

Wir erhalten ‘also das Resultat:

Werden in' einer Flissigkeit sehr kleine starre Kugeln
suspendiert, so wichst dadurch der Koeffizient der inneren
Reibung um einen Bruchteil, der gleich ist dem Gesamt-
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volumen der in der Volumeneinheit suspendierten Kugeln,
vorausgesetzt, daB dieses Gesamtvolumen sehr klein ist.

§ 3. Uber das Volumen einer geldsten Substanz von im Vergleich
zum Ldsungsmittel groB8em Molekularvolumen.

Es liege eine verdiinnte Liosung vor eines Stoffes, welcher
in der Losung nicht dissoziiert. Ein Molekiil des gelosten
Stoffes sei groB gegeniiber einem Molekil des Liosungsmittels
und werde als starre Kugel vom Radius P aufgefait. Wir
konnen dann das in § 2 gewonnene Resultat anwenden. Be-
deutet #* den Reibungskoeffizienten der Lidsung, %2 denjenigen
des reinen Liosungsmittels, so ist:

k*

&
wobei ¢ das Gesamtvolumen der in Losung befindlichen Mole-
kiile pro Volumeinheit ist.

- Wir wollen ¢ fiir eine 1 proz. wisserige Zuckerlﬁsung be-
rechnen. Nach Beobachtungen von Burkhard (Tabellen von
Landolt und Bornstein) ist bei einer 1proz. wisserigen
Zuckerlosung k*/k = 1,0245 (bei 20°-G), alse ¢ —-6,0245 fir
(beinahe genau) 0,01 g Zucker. Ein Gramm in Wasser geloster
Zucker hat also auf den Reibungskoeffizienten denselben EinfluB
wie kleine suspendierte starre Kugeln vom Gesamtvolumen
2,45 cm3.

Es ist nun daran zu erinnern, daB 1.g festen Zuckers
das Volumen 0,61 cm3 besitzt. Dasselbe Volumen findet man
auch fir das spezifische Volumen s des in Ldsung befindlichen
Zuckers, wenn man die Zuckerlosung als eine Mischung von
Wasser und Zucker in geloster Form auffaBt. Die Dichte
einer 1proz. wisserigen Zuckerlosung (bezogen auf Wasser von
derselben Temperatur) bei 17,5 ist namlich 1,00388. Man hat
also (unter Vemachlasmgung des chhteunterschwdes von
Wasser von 4° und Wasser von 17,59:

1
1,00388

also s =0,61.

=140,

= 0,99 4 0,01 s;

Wihrend also die Zuckerlosung, was ihre Dichte anbelangt,
sich wie eine Mischung von Wasser und festem Zucker ver-
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halt, ist der EinfluB auf die innere Reibung viermal groBer,
als er aus der Suspendierung der gleichen Zuckermenge re-
sultieren wiirde. Es scheint mir dies Resultat im Sinne der
Molekulartheorie kaum anders gedeutet werden zu konnen, als
indem man annimmt, daB das in Losung befindliche Zucker-
molekiil die Beweglichkeit des unmittelbar angrenzenden
Wassers hemme, so daf ein Quantum Wasser, dessen Volumen
ungefihr das Dreifache des Volums des Zuckermolekiils ist,
an das Zuckermolekiil gekettet ist.

Wir kionnen also sagen, daB éin gelostes Zuckermolekiil
(bez. das Molekill samt dem durch dasselbe festgehaltene
Wasser) in hydrodynamischer Beziehung sich verhilt wie eine
Kugel vom Volumen 2,45 . 342 / N cm?, wobei 342 das Molekular-
gewicht des Zuckers und N die Anzahl der wirklichen Mole-
kiile in einem Grammolekiil ist.

8 4. Uber die Diffusion eines nicht dissoziierten Stoffes in
fliissiger Lésung.

Es liege eine Lisung vor, wie sie in § 3 betrachtet wurde.
Wirkt auf das Molekiil, welches wir als eine Kugel vom Radius P
betrachten, eine Kraft K, so bewegt sich das Molekiil mit einer
Geschwmdlgkelt @, welche durch P und den Reibungskoeffi-
zienten % des Losungsmittels bestimmt ist. Es besteht namlich
die Gleichung}):

(1) o=

6nkP

Diese Beziehung benutzen wir zur Berechnung des Diffu-
sionskoeffizienten einer nicht dissoziierten Liosung. Bedeutet p
den osmotischen Druck der gelosten Substanz, welcher bei der
betrachteten verdiinnten Léosung als die einzige bewegende
Kraft anzusehen sei, so ist die auf die geloste Substanz pro
Volumeneinheit der Liosung in Richtung der X-Achse ausgeiibte
Kraft =— 0p/dx. Befinden sich ¢ Gramm in der Volumen-
einheit und ist m das Molekulargewicht des gelosten Stoffes,
N .die Anzahl wirklicher Molekiile in einem Grammolekiil, so
ist (o/m)N die Anzahl der (wirklichen) Molekiile in der Vo-

1) G. Kirchhoff, Vorlesungen tiber Mechanik. 26. Vorl.,, Gl (22).
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lumeneinheit und die auf ein Molekiil infolge des Konzentrations-
gefilles wirkende Kraft:

_ m O0p
®) B=—iF3s

Ist die Losung geniigend verdimnt, so ist der osmotische
Druck durch die Gleichung gegeben:

k
(3) p=-eT,

wobei 7' die absolute Temperatur und £ = 8,31.107 ist. Aus
den Gleichungen (1), (2) und (8) erhalten wir fir die Ge-
schwindigkeit der Wanderung der gelosten Substanz:

_ RT 1 1 de
T T 6nk NP ¢ 0z

Die pro Zeiteinheit durch die Einheit des Querschnittes
in Richtung der X-Achse hindurchtretende Stoffmenge ist
endlich:

__ BT 1 dg¢
4 V=T %.% NP oz

Wir erhalten also fiir den Diffusionskoeffizienten D:

RT 1

=P
Man kann also aus dem Diffusionskoeffizienten und dem
Koeffizienten der inneren Reibung des Liosungsmittels das Pro-
dnkt aus der Anzahl N der wirklichen Molekiile in einem
Grammolekill und dem hydrodynamisch wirksamen Molekular-
radius P berechnen.

In dieser Ableitung ist der osmotische Druck wie eine
auf die einzelnen Molekiile wirkende Kraft behandelt worden,
was offenbar der Auffassung der kinetischen Molekulartheorie
nicht entspricht, da gemd8 letzterer in dem vorliegenden Falle
der osmotische Druck nur als eine scheinbare Kraft aufzu-
fassen ist. Diese Schwierigkeit verschwindet jedoch, wenn man
bedenkt, daB den (scheinbaren) osmotischen Kriften, welche
den Konzentrationsverschiedenheiten der Losung entsprechen,
durch ihnen numerisch gleiche, entgegengesetat gerichtete, auf
die einzelnen Molekiile wirkende Krifte das (dynamische) Gleich-
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gewicht geleistet werden kann, wie auf thermodynamischem

Wege leicht eingesehen werden kann.
Der auf die Masseneinheit wirkenden osmotischen Kraft

- %%ﬁ- kann durch die (an den einzelnen gelésten Molekiilen
angreifende) Kraft — P das Gleichgewicht geleistet werden,
wenn
1 dp i
— s P, =0.

Denkt man sich also an der geldsten Substanz (pro Massen-
einheit) die zwei sich gegenseitig aufhebenden Kriftesysteme P,
und — P, angreifend, so leistet — P, dem osmotischen Drucke
das (leichgewicht. und es bleibt nur die dem osmotischen
Drucke numerisch gleiche Kraft P, als Bewegungsursache iibrig.
Damit ist die erwahnte Schwierigkeit beseitigt.?)

§ 5. Bestimmung der Molekiildimensionen mit Hilfe der
erlangten Relationen.

Wir haben in § 3 gefunden:

]2_*=1+(p=1+n.§nl’3,

wobei n die Anzahl der gelosten Molekiile pro Volumeneinheit
und P den hydrodynamisch wirksamen Molekiflradius bedeutet.

Beriicksichtigt man, daB
7 ¢

AT —/

N m
wobei ¢ die in der Volumeneinheit befindliche Masse des ge-
16sten Stoffes und m dessen Molekulargewicht bedeutet, so

erhilt man:
s 3 m(E
NE =4 ¢ (k 1)
Andererseits wurde in § 4 gefunden:
RT 1
NP=5%D

Diese beiden Gleichungen setzen uns in den Stand, die GroéBen
P und N einzeln zu berechnen, von welchen sich ¥ als un-

1) Eine ausfiihrliche Darlegung dieses Gedankenganges findet sich
in Ann: d. Phys. 17. p. 549. 1905.
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abhingig von der Natur des Liosungsmittels, der gelsten Sub-
stanz und der Temperatur herausstellen muf, wenn unsere
Theorie den Tatsachen entspricht.

Wir wollen die Rechnung fiir wasserige Zuckerlosung
durchfithren. Nach den oben mitgeteilten Angaben iiber die
innere Reibung der Zuckerlosung folgt zunichst fiir 20° C.:

NP3 =200.

Nach Versuchen von Graham (berechnet von Stefan) ist
der Diffusionskoeffizient von Zucker in Wasser bei 9,5°C.
0,384, wenn der Tag als Zeiteinheit gewahlt wird. Die Zshig-
keit des Wassers bei 9,5 ist 0,0185. Wir wollen diese Daten
in unsere Formel fir den Diffusionskoeffizienten einsetzen,
trotzdem - sie an 10 proz. Lidsungen gewonnen sind und eine
genaue (riltigkeit unserer Formel bei so hohen Konzentrationen
nicht zu erwarten ist. Wir erhalten

NP =2,08.10%.

Aus den fir NP3 und N P gefundenen Werten folgt, wenn
wir die Verschiedenheit von P bei 9,5° und 20° vernach-
lassigen,

P =99.10"8 cm,

N=21.10%,

Der fir N gefundene Wert stimmt der Gréfenordnung
nach mit den. durch andere Methoden gefundenen Werten fiir
diese GroBe befriedigend tberein.

Bern, den 30. April 1905.

(Eingegangen 19. August 1905.)

Nachtrag.

In der neuen Auflage der physikalisch-chemischen Tabellen
von Landolt und Bornstein finden sich weit brauchbarere
Angaben zur Berechnung der GroSe des Zuckermolekiils und
der Anzahl N der wirklichen Molekiile in einem Gramm-
molekiil. '

Thovert fand (Tab. p. 8372) fur den Diffusionskoeffizienten
von Zucker in Wasser bei 18,5° C. und der Konzentration
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0,005 Mol. /Liter den Wert 0,33 cmm?/Tage. Aus einer Tabelle
mit Beobachtungsresultaten von Hosking (Tab. p. 81) findet
man ferner durch Interpolation, daB bei verdiinnter Zucker-
losung einer Zunahme des Zuckergehaltes um 1 Proz. bei
18,5° C. eine Zunahme des Viskosititskoeffizienten um 0,00025
entspricht.
Unter Zugrundelegung dieser Angaben findet man
P =10,78.10-%mm
und
N = 4,15.10%,
Bern, Januar 1906.
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Eine neue Bestimmung der
Molekiildimensionen.

Die &ltesten Bestimmungen der wahren Grosse der Molekiile
hat die kinetische Theorie der Gase ermdéglicht, wihrend die
an Fliissigkeiten beobachteten physikalischen Phénomene bis
jetzt zur Bestimmung der Molekiilgrdssen nicht gedient haben.
Es liegt dies ohne Zweifel an den bisher = uniiberwindlichen
Schwierigkeiten, welche der Entwickelung  einer ins einzelne
:gehenden molekularkinetischen Theorie der Fliissigkeiten ent-
gegenstehen. In dieser Arbeit soll nun gezeigt werden, dass
man die Grosse der Molekiile des gelosten Stoffs in einer nicht
dissoziierten verdiinnten Losung aus der inneren Reibung der
Lisung und des reinen Lisungsmittels und aus der Diffusion
des gelosten Stoffes im Losungsmittel ermitteln kann, wenn das
Volumen eines Molekiils des gelosten- Stoffs gross ist gegen das
Volumen eines. Molekiils des Losungsmittels. Ein derartiges
-gelostes Molekiil wird sich nédmlich beziiglich seiner Beweglich-
keit im Losungsmittel und beziiglich seiner Beeinflussung
der inneren Reibung des letzteren anndhernd wie ein im
Losungsmittel suspendierter fester Korper verhalten, und es
‘wird -erlaubt sein, auf die Bewegung des Losungsmittels in
unmittelbarer Néhe eines Molekiils die hydrodynamischen Glei-
chungen anzuwenden, in welchen die Fliissigkeit als -homogen
betrachtet, eine molekulare Struktur derselben also nicht be-
riicksichtigt wird. Als Form der festen Korper, welche die
gelosten Molekiile darstellen sollen, wihlen wir-die Kugelform.

’



§ 1. Ueber die Beeinflussung der Bewegung
einer Fliissigkeit durch eine selir kleine in derselben:
suspendierte Kugel.

Es liege eine inkompressible homogene Fliissigkeit mit dem
Reibungskoeffizienten % der Betrachtung zugrunde, deren Ge-
schwindigkeitskomponenten #, v, w als Funktionen der Koor-
diraten z, y, z und der Zeit gegeben seien. Von einem belie-
bigen Punkt z,, ¥, 2, aus denken wir uns dic Funktionen
u, v, w als Funktionen von z—x,, ¥y —1y, 22— z,-nach dem
Taylorschen Satze entwickelt und um diesen Punkt ein so-
kleines Gebiet G abgegrenzt, dass innerhalb desselben nur die
linearen Glieder dieser Entwickelung beriicksichtigt werden
-miissen. Die Bewegung der in G enthaltenen Flassigkeit kann
dann bekanntlich als die Superposition dreier Bewevungen auf—
gefasst-werden, némlich

1. einer Parallelverschxebung aller Fliissigkeitsteilchen ohne
Aenderung von deren relativer Lage,

2. einer Drehung der Fliissigkeit ohne Aenderung der rela-
tiven Lage der Fliissigkeitsteilchen, -

3. einer Dilatationsbewegung in drei anfeinander senkrechtem
‘Richtungen (den Hauptdilatationsrichtungen).

Wir denken uns nun im Gebiete G einen kugelformigen starren
Kdrper, dessen Mittelpunkt im Punkte z,, y,, 2, liege und dessen
Dimensionen gegen diejenigen des Gebietes G+ sehr klein seien.
Wir nehmen ferner an, dass die betrachtete Bewegung eine so
langsame sei, dass die kinetische Energie der Kugel sowie die-
jenige der Fliissigkeit vernachlissigt werden konnen. Es werde
ferner angenommen, dass die Geschwindigkeitskomponenten eines
Oberflichenelementes der Kugel mit den entsprechenden Ge-
schwindigkeitskomponenten der unmittelbar benachbarten Flissig-
keitsteilchen iibereinstimme, d. h., dass auch die (kontinuierlich
gedachte) Trennungsschicht iiberall einen nicht unendlich kleinen:
Koeffizienten der inneren Reibung aufweise.

Es ist ohne weiteres klar, dass die Kugel die Teilbewe-
gungen 1. und 2. einfach mitmacht, ohne die Bewegung der
benachbarten Fliissigkeit zu modifizieren, da sich bei diesen
Teilbewegungen die Flissigkeit wie ein starrer Korper bewegt,
und da wir die Wirkungen der Trigheit vernachlassigt haben.
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Die Bewegung 3. aber wird durch das Vorhandensein der
Kugel modifiziert, und es wird unsere niichste Aufgabe sein,
den Einfluss der Kuge! auf diese Fliissigkeitshewegung zu unter-
suchen. Beziehen wir die Bewegung 3. auf ein Koordinaten-
system, dessen Achsen den Hauptdilatationsrichtungen paraliel
sind, und setzen wir

r — x, =§
Y — Y% =
2 — 2z, = {,

so lisst sich jene Bewegung, falls die Kugel nicht vorhanden
ist, durch die Gleichungen darstellen:

J #y = A§,
) v, = B,
1 wy, = C[;

A, B, C sind Konstanten, welche wegen der Inkompressibilitit
der Flussigkeit die Bedingung erfiillen:
@) A+ B+ C=0.
Refindet siech nun im Punke =z, v, #, die starre Kugel mit
dem Radius P, so #ndert sich in der Umgebung derselben die
Fliissigkeitshewegung. Im folgenden wollen wir der Bequemlich-
keit wegen P als « endlich » bezeichnen, dagegen die Werte
von §, 7, §, fir welche die Fliissigkeitsbewegung durch die Kugel
nicht mehr merklich modifiziert wird, als ,,unendlich gross®.

Zunidchst ist wegen der Symmetrie der betrachteten Fliissig-
keitsbewegung klar, dass die Kugel bei der betrachteten Bewe-
gung weder eine Translation noch eine Drehung ausfithren kann,
und wir erhalten die Grenzbedingungen:

) #=v=w =0 fir p =P,

wobei .
p=VE L F+C>0
- gesetzt ist. Hierbei bedeuten u, v, w die Geschwindigkeits-
komponenten der nun betrachteten (durch die Kugel modifizierten)
Bewegung. Setzt man

u=A¢ + u,
(3) ' v = Bn + v,
w = Ct +wn

im Unendlichen in die in Gleichungen (1) dargestellte iiber-
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gehen soll, die Geschwmdxgkelten Uy, v, W, im Unendllchen
verschwinden.

Die Funktionen «, v, w haben den Gleichungen der Hydro-

" dynamik zu geniigen unter Beriicksichtigung der inneren Reibung

und unter Vernachlissigung der Tragheit. Es gelten also die
Gleichungen %)

s¢ 8¢

8u v
G + 2% =0,
+ an+ 5

3p _ ,If;Augwzz kEAv ———-Aw,
4) Sw

wobei A den Operator
‘ 3 2
5 -+ 5T + &
und p den hydrostatischen Druck bedeutet.
Da die Gleichungen (1) Losungen der Gleichungen (4) und
letztere linear sind, miissen nach (3) auch die Grossen wu,, v, w,
den Gleichungen (4) geniigen. Ich bestimmte u,, v, w, und p

nach einer im § 4 der erwihnten Kirchhoffschen Vorlesung
angegebenen Methode %) und fand:

1) G. Kirchhoff, Vorlesungen {iber Mechanik. 26. Vorl.

?) ¢« Aus den Gleichungen (4) folgt A p = 0. Ist p dieser Bedingung
gemiiss angenommen und eine Funktion V bestimmt, die der Gleichung

1
AV =4
geniigt, so erfiillt man die Gleichungen (4), wenn man

L IV Ly
setztundu v w' so wihlt, dass A w’ = 0, Ao’ = 0 und A w' = 0 und
3w 3o + 5w 1
FE TEy % TTEP
ist. »
Setzt man nun

und im Einklang hiermit

59
V=c ag- 2(Ee 7

und
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#(0) () #(3)
8¢

p=— kP4 5 +B 5 + C -+ konst.,
¢ oD
(5) u=AE—%PaAF"'*§€7 .
—Bn — m_ 3D
U——-B’f] %PaB ps g,nD:
=Ct — Lt _9D
w=C¢{ %P’C’pa 507
wobei
1
& p 8’(—{)
D=4 gPa&e +6‘P5_W
2 p 62(’:7
(52) + B %Bgﬁé“i‘%f 5o
1
8p : 62(})_)
—f-C%P’W—l—%P“—W

Es ist leicht zu beweisen, dass die Gleichungen (5) Lésungen
der Gleichungen (4) sind. Denn da

At =0, A%=o, Ap=2

und

’
50 lassen sich die Konstanten a, b, ¢ so bestimmen, dass fiir p = P u=v

= w = 0 ist. Durch Superposition dreier derartiger Losungen erhiilt man
die in den Gleichungen (5) und (5a) angegebene Losung.
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Der zuletzt erhaltene Ausdruck ist aber nach der ersten der
Gleichungen (5) mit 2—2 identisch. Auf gleiche Weise zeigt man,

dass die zweite und dritte der Gleichungen (4) erfiillt ist.
Ferner erhilt man

» Sw
5‘é+6—n+g‘&“=(A+B+0)

1 1
bX 8l — 8 —
-+ & P34 &2 ﬁgz_l_()__(_d:_AD
¥ 5 e P 5 '
Da aber nach Gleichung (5a)
1 1 1
82 iy 82 i
) &! 8 7)2 8 C‘l ’
so folgt, dass auch die letzte der Gleichungen (4) erfiillt ist.
Was die Grenzbedingungen betrifft, so gehen zunichst fiir un-
endlich grosse p unsere Gleichungen fiir u, v, w in die Glei-
chungen (1) tiber. Durch Einsetzen des Wertes von D aus
Gleichung (5a) in die zweite der Gleichungen (5) erhdlt man:

3
W= AE—§ T E(AE+ By 4 00

(6) i :
g§¢M§+Bﬁ+0m—%A&

Man erkennt, dass « fiir p = P verschwindet. Gleiches gilt aus
Symmetriegriinden fiir » und w. Es ist nun bewiesen, dass durch
die Gleichungen (5) sowohl den Gleichungen (4) als auch den
Grenzbedingungen der Aufgabe Geniige geleistet ist.

Es ldsst sich auch beweisen, dass die Gleichungen (5) die
einzige mit den Grenzbedingungen der Aufgabe vertrigliche
Liosung der Gleichungen (4) sind. Der Beweis soll hier nur
angedeutet werden. Es mogen in einem endlichen Raume die
Geschwindigkeitskomponenten u, », w einer Flissigkeit den
Gleichungen (4) geniigen. Existierte noch eine andere Ldsung
U, V, W der Gleichungen (4), bei welcher an den Grenzen des
betrachteten Raumes U=u, V=v, W=w ist, so ist (U —u,
V—uv, W—w) eine Losung der Geichungen (4), bei welcher
die Geschwindigkeitskomponenten an der Grenze des Raumes
verschwinden. Der in dem betrachteten Raume befindlichen
Fliissigkeit wird also keine mechanische Arbeit zugefithrt. Da
wir die lebendige Kraft der Fliissigkeit vernachlissigt haben,
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50 folgt daraus, dass auch die im betrachteten Raume in Wirme
verwandelte Arbeit gleich Null ist. Hieraus folgert man, dass
im ganzen Raume u =wu,, v=wv,, w =w, sein muss, falls der
Raum wenigstens zum Teil durch ruhende Winde begrenzt ist.
Durch Grenziibergang kann dies Resultat auch auf den Fall
ausgedehnt werden, dass, wie in dem oben betrachteten Falle,
der betrachtete Raum unendlich ist. Man kann so dartun, dass
.die oben gefundene Losung die einzige Losung der Aufgabe ist.

Wir legen nun um den Purkt z, y, z, eine Kugel vom
Radius R, wobei R gegen P unendlich gross sei, und berechnen
die Energie, welche in der innerhalb der Kugel befindlichen
Flussigkeit (in der Zeiteinheit) in Wérme verwandelt wird.
Diese Energie W ist gleich der der Fliissigkeit mechanisch
.zugefithrten Arbeit. ~Bezeichnet man die Komponenten des
auf die Oberfliche der Kugel vom Radius R ausgeiibten Druckes
mit X,, Y,, Z,, so ist:

=/(X,,u t Yov 4+ Zow) ds,

‘wobei das Integral iiber die Oberfliche der Kugel vom Radius R
zu erstrecken ist. Hierbei ist:

X—— (x4 x0T+ xc ),

Y——(Y; +Yq ch
an—(Zg i Zn C~)
‘wobei
Xe=p—2 z\z, Y = Zyg—=—k Zit’_f_ g’%),
Yy=p —2k~g~ej Z5=X;_—_-._k(g’,‘g+g_%,
Z:=p—2k%fc‘i, Xn=Yi=—k(§%+8”

Die Ausdriicke fiir », », w vereinfachen sich, wenn wir be-
achten, dass fir ;=R die Glieder mit dem Faktor P%p*
gegeniiber denen mit dem Faktor P?%p® verschwinden. Wir
Jhaben zu setzen;:
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3 P § (48 —{—Bn + Cc2)
o
3 Pan(Aé’-FBv) n‘-CC’)
o
w=Ct—3 P " (AEZ‘*:}'Q +C8)
Fir p erhalten wir aus der ersten der Gleichungen (5) durche
die entsprechenden Vernachidssigungen

2 2 2
p—.:—ka”A& +B:’ +Ct -+ konst.
Wir erhalten zunichst:
X =—2kA+10kP'A—&2—-
Aén

u=A¢&—

(6 a) v=Br—

25kP3‘&’(Ae*+Bn2+0c2)>
p

X = + 10 P Pl (A5”+fn +oo)

+10kP°A&C+25kP°C2(4&2+£n +C8

— 25k

Xt =
und. hieraus
2 2 2
X, —2Aki— 10,.4101_03E 4 o5k pot (48 +£7‘ t08)
Mit Hilfe der durch zykhsche Vertauschung abzuleitenden Aus-
driicke fiir Y, und Z, erhilt man unter Vernachlissigung 'aller
Glieder, die das Verhiltnis Pp in einer hiheren als der dritten
Potenz enthalten:

Xu+Yv+Zw+ (4'1252—!—19'2 +Czcz)

—10/76?(442&2 + .+ )-l-207c (A&’-l— + )%
Integriert man iiber die Kugel und beruckslchtlgt, dass

ds = 4 R?nx,

/&’ds=/*q’ds=/£”ds=%%rR‘,
/&‘ds-—/ 4ds—-/ C‘ds—~‘7cR"

ec2ds—/cze ds=/ £y2ds = &t B,

(A8 + Br4Crtds = g RR(A £ B+ ), .
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80 erhilt man:

Q) W=34zRER—§zPEP=23k(V—I),
wobei ,
8 = A4 B? + C%,
TR =1V
und )
4z P=0

gesetzt ist. Wire die suspendierte Kugel nicht vorhanden
(® = 0), so. erhielte man fiir die im Volumen ¥V verzehrte-
Energie

(72) W,=228%k V.

Durch das Vorhandensein der Kugel wird also die verzehrte
Energie um 2 & & & verkleinert. Es ist bemerkenswert, dass-
der Einfluss der suspendierten Kugel auf die Grosse der ver-
zebrten Energie gerade so gross ist, wie er wire, wenn durch.
die Anwesenheit der Kugel die Bewegung der sie umgebenden
Flissigkeit gar nicht modifiziert wiirde.

§ 2. Berechnung des Reibungskoeffizienten einer
Fliussigkeit, in welcher sehr viele kleine Kugeln in
regelloser Verteilung suspendiert sind.

Wir haben im vorstehenden den Fall betrachtet, dass in.
einem Gebiete G- von der oben definierten Grossenordnung eine-
relativ zu diesem Gebiete sehr kleine Kugel suspendiert ist
und untersucht, wie dieselbe die Fliissigkeitshewegung beeinflusst.
Wir wollen nun annehmen, dass in dem Gebiete G unendlich
viele Kugeln von gleichem, und zwar so kleinem Radius regellos
verteilt sind, dass das Volumen aller Kugeln zusammen sehr-
klein sei gegen das Gebiet G. Die Zahl der auf die Volumen-
einheit entfallenden Kugeln sei », wobei n allenthalben in der
Fliissigkeit bis auf Vernachldssighares konstant sei.

Wir gehen nun wieder aus von einer Bewegung einer homo-
genen Fliissigkeit ohne suspendierte Kugeln und betrachten
wieder die allgemeinste Dilatationsbewegung. Sind keine Kugeln
vorhanden, so konnen wir bei passender Wahl des Koordinaten-
systems die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w, in dem
beliebigen Punkte z, y, z des Gebietes G darstellen durch die
Gleichungen:
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= Az,
”o=B?/,
w,=C 2,

‘wobei
A+ B+ C=0

Eine im Punkte 2., y,, z, suspendierte Kugel beeinflusst nun
diese Bewegung in der aus Gleichung (6) ersichtlichen Weise.
Da wir den mittleren Abstand benachbarter Kugeln als sehr
gross gegen deren Radius wiblen, und folglich die von allen
-suspendierten Kugeln zusammen herrithrenden zusitzlichen
‘Geschwindigkeitskomponenten gegen "u,, v,, w, sehr klein sind,
's0 erhalten wir fir die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w
in der Fliissigkeit unter Beriicksichtigung der suspendierten
Kugeln und unter Vernachldssigung von Gliedern hoherer Ord-
mungen:

P E(AE L B Ce
M—Aw—Eg S( €+ B+ C)

2y
P (A8 + Byt 00) P4y
—b — e
B % T
Py (A4 By 4 CO2
’!, P == By _23 %“‘2 nv( v P3 7]; V)
: v
®) P o4 Bn°+CC9) P By,
- 4 pa P;’
pv Y

P (A& + B+ O
° 02_2{ ( 7 !
P (A&" + B2 + Cci’) P Cf;
i % Tptp z
wobei die Summation iiber alle Kugeln des Gebietes G zu er-

strecken ist und

Gy =2 — v,

o=y =g, =1 E+E T

Ly = z-—2y,
gesetzt ist. av, yv, 2v sind die Koordinaten der Kugelmittel-
punkte. Aus den Gleichungen (7) und (7 a) schliessen wir ferner,
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dass die Anwesenheit jeder der Kugeln bis auf unendlich Kleines
hoherer Ordnung eine Verringerung der Wirmeproduktion pro
Zeiteipheit um 2 3% & @ zum Gefolge hat und dass im Gebiete
G die pro Volumeneinheit in Wirme verwandelte Energie den
Wert hat:

We=28k—-2ndk®,
oder
{(7b) W =28k (1 =),

wobei © den von den Kugeln eingenommenen Bruchteil des Vo-
lumens bedeutet.

Gleichung (7 b) erweckt den Anschein, als ob der Reibungs-
koeffizient der von uns betra¢hteten inhomogenen Mischung von
Fliissigkeit und suspendierten Kugeln (im folgenden kurz
,Mischung* genannt) kleiner sei als der Reibungskoeffizient %
der Fliissigkeit. Dies ist jedoch nicht der Fall, da 4, B, C
nicht die Werte der Hauptdilatationen der in Gleichungen (8)
dargestellten Flissigkeitsbewegung sind; wir wollen die Haupt-
dilatationen der Mischung. A%, B¥*, C* nennen. Aus Symmetrie-
griinden folgt, dass die Hauptdilatationsrichtungen der Mischung
den Richtungen der Hauptdilatationen A4, B, C, also den Ko-
ordinatenrichtungen parallel sind. Schreiben wir die Gleichungen

(8) in der Form:
u=A4Az 4+ 2 Uy,

=5 N

w=Cz -+ S Wy
s0 erhalten wir:

Su ' o-u 8 )
o= ()= ez -4~ S

Schliessen wir die unmittelbaren Umgebungen der einzelnen
Kugeln von der Betrachtung aus, so konnen wir die zweiten
und dritten Glieder der Ausdriicke von u, v, w weglassen und
erhalten fir x =y ==z =0:
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, ps xv(Ax‘i—}— By? + C’zj)

u/=—@-? 73 9
v v
PPy(Adaz 4 By?+ C2?
v v
P“x(Axs—}—ByquCz:-j)
w"=—%7é ) )
v v

wobei
r="1Va +y+22 >0 A
gesetzt ist. Die Summierung erstrecken wir iiber das Volumen
einer Kugel X von sehr grossem’Radius R, deren Mittelpunkt
im Koordinatenursprung liegt. Betrachten wir ferner die regellos
verteilten Kugeln als gleichmdissig verteilt und setzen an Stelle
der Summe ein Integral, so erhalten wir:
g u,
L —_— I
A¥ = 4 n |5 dwydyvolzv,

v
K

quV
=Ad—n|-2"ds,
. ) r,

wobei das letzte Integral iiber die Oberfliche der Kugel K zu
erstrecken ist. Wir finden unter Beriicksichtigung von (9):

A* = 4 —;%n/wﬁ(Ax%-}—By%—}—C.eg)ds,

= A —n({ FPr)d=A4A01—59)

Analog ist

- B*=B(1—y9),

C*=C0(—g¢)
Setzen wir
3= A¥2 | B¥? | (%2

so ist bis auf unendlich Kleines hoherer Ordnung:

2= 3 (1 —29). ,
Wir haben fiir die Warmeentwicklung pro Zeit- und Volumen-

einheit gefunden:
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Bezeichnen wir mit ¥ den Reibungskoeffizienten des Gemisches,

go ist:
: W* = 2 8% |*,

Aus den drei letzten Gleichungen erhilt man unter Vernach-

lissigung von unendlich Kleinem hoherer Ordnung:

=k (14 9)
Wir erhalten also das Resultat:

Werden in einer Fliissigkeit sehr kleine starre Kugeln sus-
pendiert, so wichst dadurch der Koeffizient der inneren Reibung
um einen Bruchteil, der gleich ist dem Gesamtvolumen der in
der Volumeneinheit suspendierten Kugeln, vorausgesetzt, dass
dieses Gesamtvolumen sehr klein ist.

§ 8. Ueber das Volumen einer geldsten Substanz,
deren Molekularvolumen gross ist gegeniiber dem
des Losungsmittels.

Es liege eine verdinnte Losung vor eines Stoffes, welcher
in der Losung nicht dissoziiert. Ein Molekiil des gelosten
Stoffes sei gross gegeniiber einem Molekiil des Lésungsmittels
und werde als starre Kugel vom Radius P aufgefasst. Wir
konnen dann das in § 2 gewonnene Resultat anwenden. Be-
deutet ¥* den Reibungskoeffizienten der Lodsung, % denjenigen
des reinen Losungsmittels, so ist:

k*
T 1 4o, ‘
wobei ¢ das Gesamtvolumen der in Losung befindlichen Mole-
kiile pro Volumeneinheit ist. )

Wir wollen ¢ fiir eine 1 proz. wisserige Zuckerlosung berechnen.
Nach Beobachtungen von Burkhard (Tabellen von Landolt
und Bornstein) ist bei einer 1 proz. wisserigen Zuckerlosung
¥k ==1,0245 (bei 20° C.), also ¢ = 0,0245 fiir (beinahe genau)
0,01 g Zucker. Ein Gramm in Wasser geloster Zucker hat also
auf den Reibungskoeffizienten denselben Einfluss wie kleine sus-
pendierte starre Kugeln vom Gesamtvolumen 2,45 cm® Bei
dieser Betrachtung ist der Einfluss des dem geldsten Zucker
entsprechenden osmotischen Druckes auf die innere Reibung des
Losungsmittels vernachlassigt.
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Es ist nun daran zu erionern, dass 1 g festen Zuckers das
Volumen 0,61 cm?® besitzt. Dasselbe Volumen findet man auch
fir das spezifische Volumen s des in Lisung befindlichen Zuckers,
wenn man die Zuckerlosung als eine Mischung von Wasser und
Zucker in geloster Form auffasst. Die Dichte einer 1 proz.
wisserigen Zuckerlosung (bezogen auf Wasser von derselben
Temperatur) bei 17,5° ist ndmlich 1,00388. Man hat also (unter
Vernachlassigung des Dichteunterschiedes von Wasser von 4° und
Wasser von 17,5°%):

1
. 1,00388
also s = 0,61,

Wihrend also die Zuckerlosung, was ihre Dichte anbelangt,
sich wie eine Mischung von Wasser und festem Zucker verhilt,
ist der Einfluss auf die innere Reibung viermal grésser, als er
aus der Suspendierung der gleichen Zuckermenge resultieren
wiirde. Es scheint mir dies Resultat im Sione der Molekular-
theorie kaum anders gedeutet werden zu kénnen, als indem
man annimmt, dass das in Losung befindliche Zuckermolekiil
die Beweglichkeit des unmittelbar angrenzenden Wassers hemme,
so dass ein Quantum Wasser, dessen Volumen ungefihr das
Dreifache des Volumens des Zuckermolekiils ist, an das Zucker-
molekiil gekettet ist.

Wir kénnen also sagen, dass ein gelostes Zuckermolekiil
(bezw. das Molekiil samt dem durch dasselbe festgehaltene
Wasser) in hydrodynamischer Beziehung sich verhilt wie eine
Kugel vom Volumen 2,45 . 342/N cm? wobei 342 das Molekular-
gewicht des Zuckers und N die Anzah! der wirklichen Mole-
kiile in einem Grammolekiil ist.

= 0,99 + 0,01 s;

§ 4. Ueber die Diffusion eines nicht dissoziierten
Stoffes in fliissiger Lidsung.

Es liege eine Losung vor, wie sie in § 3 betrachtet wurde.
Wirkt auf das Molekiil, welches wir als eine Kugel vom Radius P
betrachten, eine Kraft K, so bewegt sich das Molekiil mit einer
Geschwindigkeit ©, welche durch P und den -Reibungskoeffi-
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zienten % des Losungsmittels bestimmt ist. Es besteht ndmlich.
die Gleichung?):

e))

K
0 = .
6nkP

Diese Beziehung benutzen wir zur Berechnung des Diffu-
sionskoeffizienten einer nicht dissoziierten Losung. Bedeutet p-
den osmotischen Druck der gelGsten Substanz, welcher bei der
betrachteten verdiinnten Losung als die einzige bewegende Kraft
anzusehen sei, so ist die auf die geloste Substanz pro Volumen-
einheit der . Losung in Richtung der X-Achse ausgeiibte Kraft.
= — § p/8 z. Befinden sich p Gramm in der Volumeneinheit
und ist m das Molekulargewicht des geldsten Stoffes, N die-
Anzahl wirklicher Molekiille in einem Grammolekiil, so ist
(p/m) N die Anzahl der (wirklichen) Molekiile in der Volumeneinheit
und die auf ein Molekiil infolge des Konzentrationsgefilles.
wirkende Kraft:

: &
2 K=-—1"2°P
@ pN Sz

Ist die Losung geniigend verdiinnt, so ist der osmotische Druck.
durch die Gleichung gegeben:

R
(3) ' p = PTa
we

wobei . T die absolute Temperatur und R == 8,31.107 ist. Aus
den Gleichungen (1), (2) und (3) erhalten wir fiir die Ge-
schwindigkeit der Wanderung der geldsten Substanz:

6zk NP p dx

Die pro Zeiteinheit durch die Einheit des Querschnittes.
dn Richtung der X-Achse hindurchtretende Stoffmenge ist endlich

RT 1 9
@ wo— BT 12
6k NP dx
Wir erhalten also fiir den Diffusionskoeffizienten D:
' RT 1
p==>% 1
6nk NP

1) G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber Mechanik. 26. Vorl,, Gl. (22)_
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Man kann also aus dem Diffusionskoeffizienten und dem Koeffi-
.zienten der inneren Reibung des Losungsmittels das Prodakt
.aus der Anzahl N der wirklichen Molekiile in einem Grammolekiil
und dem hydrodynamisch wirksamen Molekularradius P berechnen,

In dieser Ableitung ist der osmotische Druck wie eine auf
die einzelnen Molekiile wirkende Kraft behandelt worden, was
offenbar der Auffassung der kinetischen Molekulartheorie nicht
-entspricht, da geméss letzterer in dem vorliegenden Falle der
osmotische Druck nur als eine scheinbare Kraft aufzufassen ist.
Diese Schwierigkeit verschwindet jedoch, wenn man bedenkt,
dass den (scheinbaren) osmotischen Kriften, welche den Kon-
zentrationsverschiedenheiten der Losung entsprechen, durch ihnen
numerisch gleiche, entgegengesetzt gerichtete, auf die einzelnen
Molekiile wirkende Kréfte das (dynamische) Gleichgewicht ge-
Jeistet werden kann, wie auf thermodynamischem Wege leicht
eingesehen werden kann.

Der auf die Masseneinheit wirkenden osmotischen Kraft

— —;~ g—x kann durch die (an den einzelnen geldsten Molekiilen

-angreifende) Kraft — P, das Gleichgewicht geleistet werden, wenn
1ép
pfx

Denkt man sich also an der gelosten Substanz (pro Massen-

-einheit) die zwei sich gegenseitig aufhebenden Kriftesysteme P,

und — P, angreifend, so leistet — P, dem osmotischen Drucke

das Gleichgewicht, und es bleibt nur die dem osmotischen Drucke
numerisch gleiche Kraft P, als Bewegungsursache tbrig. Damit
ist die erwadhnte Schwierigkeit beseitigt.!)

w = 0.

-§ 5. Bestimmung der Molekiildimensionen mit Hilfe
der erlangten Relationen.

~ Wir haben in § 3 gefunden:
J*

*’;‘—14—(? 1+n‘7rP3

‘wobei n die Anzahl der geldsten Molekule pro Volumeneinheit

and P den hydrodynamisch wirksamen Molekulradms bedeutet.
Beriicksichtigt man, dass

1) Eine ausftihrliche Darlegung dieses Gedankenganges findet sich in
.Ann. d. Phys. 17. p. 549. 1905,
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wobei ¢ die in der Volumeneinheit befindliche Masse des ge--
~ losten Stoffes und m dessen Molekulargewicht bedeutet, so erhilt

man:
3 mg k¥
NPt = -~ (=1
4 7 | ( k )
Andererseits wurde in § 4 gefunden:
Np=ET1
6nk D

Diese beiden Gleichungen setzen uns in den Stand, die Grossen
P und N einzeln zu berechnen, von welchen sich N als unab-
héngig von der Natur des Losungsmittels, der geldsten Substanz
und der Temperatur herausstellen muss, wenn unsere Theorie
den Tatsachen entspricht.

Wir wollen die Rechnung fiir wisserige Zuckerlosung durch-
fiahren. Nach den oben mitgeteilten Angaben iiber die innere
Reibung der Zuckerlosung folgt zundchst fiir 20° C:

N P? = 200.

Nach Versuchen von Graham (berechnet von Stefan) ist
der Diffusionskoeffizient von Zucker in Wasser bei 9,5° C. 0,384,
wenn der Tag als Zeiteinheit gewdhlt wird. Die Zahigkeit des
Wassers bei 9,5° ist 0,0135. Wir wollen diese Daten in unsere
Formel fitr den Diffusionskoeffizienten einsetzen, trotzdem sie an
10 proz. Lésungen gewonnen sind und eine genaue Giiltigkeit
unserer Formel bei so hohen Konzentrationen nicht zu erwarten
ist. Wir erhalten

N P = 2,08. 101,

Aus den fir N P® und N P gefundenen Werten folgt, wenn
wir die Verschiedenheit von P bei 9,5° und 20° vernachléissigen,
P =9,9.10"% cm,

N= 21.10%,

Der fiir N gefundene Wert stimmt der Grossenordnung nach
mit den durch andere Methoden gefundenen Werten fiir diese
Grosse befriedigend berein.

Bern, den 30. April 1905.



706 (42,





